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Rezumat functii

Prin functii exprimam calcule in programare.

Domeniile de definitie si valori corespund tipurilor din
programare.

In limbajele functionale, functiile pot fi manipulate ca
orice valori. Functiile pot fi argumente si rezultate de
functii.

Functiile de mai multe argumente (sau de tuple) pot fi
rescrise ca functii de un singur argument care returneaza
functii.



Ce stim pana acum?/
Ce ar trebui sa stim?
Stim proprietatile functiilor si cum sa ne folosim

de ele: functii injective, surjective, bijective,
inversabile;

Sa construim functii cu anumite proprietati;

Sa numaram functiile definite pe multimi finite
(cu proprietati date);

Sa compunem functii simple pentru a rezolva
probleme;

Sa identificam tipul unei functii.



Multimi definite inductiv



Multimi definite inductiv

Fie multimeaA={3,5,7,9,...}
O putem definiA={x | x=2k+ 3, k € N}

Alternativ, observam ca:
-3EA
-XEA=>Xx+2€EA

- un element ajunge in A doar printr-unul din pasii
de mai sus

= putem defini inductiv multimea A



Multimi definite inductiv
A=1{3,5,7,9 11, 13,...}

3 € A-elementul de baza: P(0) : a, €E A

X€EA=x+2€A-constructia de noi elemente:
P(k)=> P(k+1):a0,€A=>a,,, EA

un element ajunge in A doar printr-unul din pasii de mai
sus — inchiderea (niciun alt element nu e in multime)

= definitia inductiva a lui A
= spunem ca A e o multime inductiva



Multimi definite inductiv

O definitie inductiva a unei multimi S consta din:

* baza: Enumeram elementele de baza din S (minim
unul).

* jnductia: Dam cel putin o requla de constructie de noi

elemente din S, pornind de la elemente deja existente
in S.

* Inchiderea: S contine doar elementele obtinute prin
pasii de baza si inductie (de obicei implicita).

Elementele de baza si regulile de constructie de noi
elemente constituie constructorii multimii S.



Multimi definite inductiv - exemplu

Multimea numerelor naturale N e o multime
inductiva:

* baza:0 € N
* induction€N=n+1€N

Constructorii lui N:
-baza O
- operatia de adunare cu 1



Multimi definite inductiv - exemplu
A={1, 3,7, 15,31, ... }e o multime inductiva:

—baza:1 €A
—inductio:x€EA=>2x+1€A

* Constructorii lui A:
—bazal
— operat, ia de inmultire cu 2 si adunare cu 1



Recursivitate
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Turnurile din Hanoi

https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/thumb/0/07/Tower_of Hanoi.jpeg/450px-Tower_of Hanoi.jpeg
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Turnurile din Hanoi

Scopul jocului este acela de a muta intreaga stiva de

pe o tija pe alta, respectand urmatoarele reguli:

— Doar un singur disc poate fi mutat, la un moment dat.

— Fiecare mutare consta in luarea celui mai de sus disc
de pe o tija si glisarea lui pe o alta tija, chiar si
deasupra altor discuri care sunt deja prezente pe acea
tija.

— Un disc mai mare nu poate fi pozitionat deasupra unui
disc mai mic.



Turnurile din Hanoi

Trebuie sa gasim numarul minim de mutari a

intregii stive de pe un disc pe altul in functie de
numarul de discuri initial

p(n)

p(1)=1
p(2) =3
P(3)=7

Putem gasii o regula generala?



Turnurile din Hanoi

Pasul 1 — mutam n-1 discuri
Pasul 2 — mutam discul cel mai mare (1 disc)
Pasul 3 — mutam n-1 discuri

p(n) = p(n-1) + 1 + p(n-1)
p(n)=2*p(n-1)+1

p(n)=2" —1
(Putem demonstra prin inductie matematica)



Problema numarului de profesori

La facultate avem o provocare cu numarul de cadre
didactice. Avem nevoie de mai multi profesori pentru ca
numarul de studenti tot creste.

Avem o regula care duce la cresterea numarului de
profesori:

— In fiecare an, un profesor trebuie sa aducd/ sa formeze un
nou profesor

— Exceptie face doar primul an pentru fiecare profesor, an in
care nu trebuie sa aduca/ sa formeze un profesor

Cati profesori o sa aiba facultatea dupa 8 ani daca aplicam
aceste reguli si, pentru a simplifica calculul, in anul 1
pornim de la 1 profesor?



Problema numarului de profesori

Definim functia:
f(n) = #numarul de profesori dupa anul n

f(0)=0

f(1) =1

f(2)="7..
f(3)="7...
f(4)="..
f(5)="7...
f(6)="7...

coO U1 W N =



Problema numarului de profesori

Anu
Anu
Anu
Anu
Anu
Anu
Anu
Anu

0O N OO i A W N B

: 1 profesor

: 3 profesori—cei 2 ¢
: 5 profesori—cei 3 ¢
: 8 profesori—-cei 5 ¢

e anu
e danu
e anu

: 1 profesor - doar profesorul de anul trecut
: 2 profesori — cel de anul trecut + 1 nou

trecut + 1 nou
trecut + 2 noi
trecut + 5 noi

: 13 profesori — cei 8 de anul trecut + 5 noi
: 21 profesori — cei 13 de anul trecut + 8 noi
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Problema numarului de profesori

f(n) = #numarul de profesori dupa anul n

e f(n+l) = f(n) + f(n-1)

Profesorii de anul trecut profesori noi

Recunoasteti aceasta recurenta?
E modul de construire a renumitului
Sir al lui Fibonacci



Problema numarului de profesori

Sirul lui Fibonacci e prima recurenta despre care se stie ca s-a
studiat matematic, dintre toate recurentele studiate

A fost publicat pentru prima data in tratatul “Liber abaci" de
Leonardo Fibonacci din Pisa in anul 1202. Acest tratat
cuprindea tot ce se stia despre matematica la acele vremuri si
a influentat dezvoltarea matematicii in anii urmatori

A studiat cu ajutorul lui o problema reala a acelor vremuri,
cresterea populatiei de iepuri, pe care a exprimat-o astfel:

- In fiecare luna, o pereche de iepuri vor naste in medie
alti 2 iepuri, cu exceptia primei luni de viata



Sirul lui Fibonacci

Problema numarului de profesori o reducem matematic
la rezolvarea ecuatiei:

f(n+1) = f(n) + f(n-1), n>2 cuf(0)=0 si f(1)=1
Presupunem ca sirul are forma
f(n+1) = A" unde A parametru real
Ecuatia devine:
)\n+1 — )\n n }\n—l
}\n+1 _ A\ }\n—l =0
n-12_31_1Y) —
ATTATA-D =00 e g2
f(n)#20,(VneNY)



Sirul lui Fibonacci

Ecuatia de gradul 2:
A%-A1-1 =0 are solutiile:

\ - 1++5
1= 2\/_
1—+5
)\2:
2

Ecuatia A’- A'-1 =0 poartd denumirea de ecuatia
caracteristica asociata, iar daca aceasta are 2 solutii distince,
atunci solutia generala a ecuatiei de la care am plecat este:

n+1 n+1
f(n+1) = c4 (1+2\/§) + C, (%g)




Sirul lui Fibonacci

Mai stim ca f(0)=0si f(1) = 1

r 1+5) 1 -5\
f(0) =c4 > + ¢, > =c;+ cg =0

1++/5 1-+/5
+C2 > =1

-

k fl1)=e1—

1

. 1.
Cu solutiile: C1= =51 =~ 5



Sirul lui Fibonacci

In final, am demonstrat mai sus ca termenul n
din sirul lui Fibonacci are forma:

) =\/15 (1+2\/§)n \/15(1—2\/3)”

Nu e ceva usor de calculat, europenilor le-a luat
6 secole sa ajunga la aceasta solutie



Sirul lui Fibonacci

Adevarul e ca Fibonacci nu a descoperit acest sir, el doar
le-a spus europenilor despre el, fiind folosit in jurul anului
200 de catre matematicienii indieni si avand aplicatii in
gramatica si muzica

Kepler |-a folosit in secolul 16 pentru a studia cum sunt
dispuse frunzele unei flori pe tulpina, care e numarul de
frunze de la fiecare nivel

Matematicianul Abraham de Moivre a fost cel care a
descoperit formula lui Binet, in secolul 17, formula de pe
slide-ul precedent
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Sirul lui Fibonacci

Formula lui Binet face legatura intre termenii sirului
lui Fibonacci si puterea n a numarului de aur
(golden ratio sau sectiunea de aur, raportul de aur,
proportia de aur), primul numar irational descoperit
si definit in istorie

o = “f - 1,618033... a b
Euclid I-a definit prima % - F
oara folosind raportul: 4
a+b a a+b
= — = (p
a b

https://ro.wikipedia.org/wiki/Sec%C8%9Biunea_de_aur#/media/Fi%C8%99ier:Numarul_de_aur.jpg 2°



Recurenta liniara

Definitie: O recurenta este liniara daca are forma

f(n) = a{f(n-1) + a,f(n-2) +... azf(n-d)

=Z§i:1 a;f(n—i), cu numere fixe a; si d
d se numeste ordinul recurentei

Ce ordin are recurenta sirul lui Fibonacci?



Functii recursive in PYTHON
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Recursivitate in informatica

O notiune e recursiva daca e folosita in propria sa
definitie.

Recursivitatea e fundamentala in informatica:
— daca o problema are solutie, se poate rezolva recursiv

— reducand problema la un caz mai simplu al aceleiasi
probleme

Intelegind recursivitatea, putem rezolva orice
problema fezabila



Recursivitate: exemple

Recursivitatea reduce o problema la un caz mai
simplu al aceleiasi probleme

. O Sir
. un singur element PN
un sir e .
' un element urmat de un sir OO0
un pas — drum

_/\

un drum e
{un drum urmat de un pas ——

~J

29
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Siruri recurente

Progresia aritmetica:
{x(): b (adicd: x,,= b pentru n = 0)
Xn=Xp_1t7r pentrun>0
Exemplu: 1,4,7,10,13,...(b=1,r=3)

Progresia geometrica:
Xo=b (adica: x,,= b pentrun =0)
{xn= Xp_1*T pentrun>0
Exemplu: 3,6,12,24,48,...(b=3,r=2)

Definitiile de mai sus nu calculeaa x, direct ci din aproape in
aproape, in functie de x,_,
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Elementele unei definitii recursive

1. Cazul de baza este cel mai simplu caz pentru
definitia data, definit direct ( termenul initial dintr-
un sir recurent: x;)

Cazul de baza nu trebuie sa lipseasca

2. Relatia de recurenta propriu-zisa — defineste
notiunea, folosind un caz mai simplu al aceleiasi
notiuni

3. Demonstratia de oprire a recursivitatii dupa un
numar finit de pasi



Functii recursive

O functie e recursiva daca apare 1n propria sa
definitie.

O functie f e definita recursiv daca exista cel
putin o valoare f (x ) definita in termenii altei
valori f(y ), unde x # y.
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Functii recursive peste multimi inductive

Multe functii recursive au ca domeniu multimi inductive

Daca S este o multime inductiva, putem folosi
constructorii sai pentru a defini o functie recursiva f cu
domeniul S:
— baza: pentru fiecare element de baza x € S specificam o
valoare f (x)

— Inductia: dam una sau mai multe reguli care pentru orice x
€ S, x definit inductiv, definesc f (x) in termenii unor alte
valori ale lui f, definite anterior
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Functii recursive in PYTHON

Forma generica a unei functii recursive:
def functie _recursiva ():

functie _recursiva()

functie _recursiva()



Functii recursive in PYTHON

Exemplu:

def frec ():
x=7/

frec ()
frec()

- La fiecare apel, se aloca spatiu de memorie nou, distinct
pentru x

- Tn exemplu de mai sus e gresit faptul cd nu apare
conditia de oprire din executie
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Functii recursive in PYTHON

Exemplu: Sa se afiseze pe ecran in ordine descrescatoare toate
numerele naturale mai mici ca n.

def numara(n):
print(n)
if (n>0):
numara(n - 1)
numara(3)
OUTPUT:
3

2
1
0



Functii recursive in PYTHON

Exemplu: Functia factorial
n!=nx(n-1)x(n-2)x(n-3) ----x3x2x1
Putem sa o rescriem recursiv:

n!=nx(n-1)!



Functii recursive in PYTHON

Detaliemm modul in care se calculeaza recursiv functia
factorial:

n!=nx(n-1)!
n!=nx(n-1)x(n-2)!
n!=nx(n-1)x(n-2) x (n-3)!

n!=nx(n-1)x(n-2) x (n-3) ----x 3!
n!=nx(n-1)x(n-2)x (n-3) ----x 3 x 2!
n!'=nx(n-1)x(n-2)x(n-3) ----x3x2x1!



Functii recursive in PYTHON

Matematic, forma recursiva a functiei factorial
este:

= 1, dacan=1
" Inx(n—1),dacan > 1



Functii recursive in PYTHON

In PYTHON putem scrie functia factorial astfel:

def factorial (x):
if(x ==1):
return 1
else:
return x * factorial (x-1)

print(factorial(4))

OUTPUT:
24



Functii recursive in PYTHON

factorial _recursive(s)

Global Execution Context

21!

Growing Call Stach

Imagine: https://files.realpython.com/media/stack.9c4ba62929cf.gif



Functii recursive in PYTHON

Pasii pe care ii face programul pentru a calcula:

41| = 4+ 31 = a2+ 6 = |24
._~‘4, \ ‘\ J
l

3! = 3 % 21 = 3 * 2 = 6
% * -
l

2! = 2 * 1! = 2 * 1 = 2
,,,\

l

1' = 1

https://files.realpython.com/media/jsturtz-factorial-example.496c01139673.png 42



Functii recursive in PYTHON

 Cum funtioneaza functia recursiva factorial:
factorial (4) va avea la executie urmatorii pasi:

factorial(4) = factorial(3) * 4 — functia ramane in executie
factorial(3) = factorial(2) * 3 — functia ramane in executie
factorial(2) = factorial(1) * 2 — functia ramane in executie
factorial(1) =1

factorial(2) = factorial(1) *2=1%*2=2

factorial(3) = factorial(2) *3=2*3=6

factorial(4) = factorial(3) *4=6*4=24
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O problema nerezolvata: “problema3-n+1”

Conjectura lui Collatz (1937),

Fie un numar pozitiv n:

— daca e par, il impartimla2: n/2

— daca e impar, il inmultim cu 3 siadunam1l: 3:-n+1
Se ajunge la 1 pornind de la orice numar pozitiv ?
(problema nerezolvata in matematica...)

f(n)z{n/z, dacan e par
3-n+1,dacaneimpar
Exemple:

3210-55-516>8->4->2->1

11-34-517-552-526->13->40->20->10->5->16->8->4->
251



O problema nerezolvata: “problema3-n+1”

Cati pasi sunt necesari pana ajungem la #17?

e Definim functia p : Nx = N care numara pasii pana la
oprire:
— pentru 3->10>5-216>8->4->2->1 avem 7 pasi

 Nu avem o formula cu care sa definim p(n) direct.

e Dardacasiruln, f(n),f(f(n)), ... ajungela 1, atunci
numarul de pasi parcursi de la n e cu unul mai mare
decat continuand de la f (n)

. {0, dacan=1
p(n) = 14+ f(n),altfel (n>1)

* Functia p e folosita in propria definitie, deci a fost
definita recursiv.



O problema nerezolvata: “problema3-n+1”

def urmatorul(n):
if(n%2 == 0):
return n/2
else:
return 3 *n + 1

def pasi(n):
if (n==1):
return 0
else:
return 1 + pasi(urmatorul(n))

46



Sirul lui Fibonacci in PYTHON

def fibonacci(n):
if(n==0):
return O
elif(n==1):
return 1
else:
return fibonacci(n-1) + fibonacci(n-2)

print(fibonacci(7))

OUTPUT: 21
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Potrivirea de tipare
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Potrivirea de tipare (pattern matching)

Putem scrie functia si in acest mod, folosind potrivirea de
tipare:

def fibonacci(n):
match n:
case 0:
return 0
case 1:
return 1
case :
return fibonacci(n-1) + fibonacci(n-2)

49



Potrivirea de tipare (pattern matching)

Ultima conditie putem sa o scriem in aceste forme, sunt
echivalente:

case :
return fibonacci(n-1) + fibonacci(n-2)
--------------------------------------------------------------------- sau
case other:
return fibonacci(n-1) + fibonacci(n-2)
---------------------------------------------------------------------- sau
case n

return fibonacci(n-1) + fibonacci(n-2)

50



Potrivirea de tipare (pattern matching)

Modul de Tn care se executa match case:

Se verifica, pe rand, de la primul case la ultimul,
daca valoarea se potriveste.
- daca nu se potriveste se merge la urmatorul case

- daca se potriveste se executa instructiunea de la
case-ul respectiv, iar restul case-urilor nu se mai verifica
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Potrivirea de tipare (pattern matching)

Exemplu: Sa se afiseze daca un punct e pe axe:

def puncte (x, y):
match (x, y):
case (0, 0):
print("Punctul e in origine")
case (0, ):
print("Punctul e pe axa Ox")
case (_, 0):
print("Punctul e pe axa Oy")
case (, ):
print("Punctul nu e pe nici o axa")
puncte(0,3) # Punctul e pe axa Ox
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Tail recursion
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Limitare in PYTHON

Unul dintre dezavantajele recursivitatii este ca fiecare
apel de functie care ramane in executie foloseste spatiu
de memorie pe stiva

PYTHON /imiteaza implicit numarul de apeluri ale
aceleiasi expresii la 1000 (10**3) de ori

Eroarea care apare la apelarea de mai mult de 1000 de ori
a aceleiasi expresii genereaza eroarea: maximum
recursion depth exceeded error

In probleme in care avem nevoie de iteratii mai mari de
1000 putem modifica aceasta limita folosind functia
setrecursionlimit() din modulul sys
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Limitare in PYTHON

Pentru a creste limita de la maxim 1.000 de
apeluri la maxim 100.000 de apeluri:

Import sys
sys.setrecursionlimit(10**5)
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Tail recursion

Factorial, tail recursion:

def fact(n, a=1):
if (n<=1):
return a

else:
return fact(n-1, n * a)

print(factorial(4))

Factorial, recursivitate
clasica:
def factorial (x):
if(x ==1):
return 1

else:
return x * factorial (x-1)

print(factorial(4))
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Tail recursion

 Cum funtioneaza functia recursiva factorial:
factorial (4) va avea la executie urmatorii pasi:

factorial(4, 1) = factorial(3,4 * 1)
factorial(3, 4) = factorial(2, 3 * 4)
factorial(2, 12) = factorial(1, 12 * 2)
factorial(1, 24) = 24

factorial(2, 12) = 24

factorial(3,4) =24

factorial(4,1) =24




Exemplu de folosire if - else

PYTHON permite si o scriere mai compacta a instructiunii
if-else astfel:

def factorial (x):
return 1 if (x ==1) else x * factorial (x-1)

print(factorial(4))

OUTPUT:
24



Avantajele si dezavantajele recursivitatii
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Avantajele recursivitatii in programare

* Codul e mai scurt si usor de urmarit, elegant,
curat

* Problemele complexe pot fi impartite in
subprobleme mai simple si astfel mai usor de
rezolvat

* Generarea de siruri se face mai simplu recursiv
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Dezvantajele recursivitatii in programare

* E mai greu de urmarit pas cu pas logica din
spatele unui cod scris recursiv

* Apelurile recursive repetate folosesc multa
memorie

* Erorile care apar la functiile recursive sunt mai
greu de corectat
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De stiut

Sa recunoastem si sa definim notiuni recursive

Sa recunoastem daca o definitie recursiva e
corecta

- are caz de baza? se opreste recursivitatea?

Sa rezolvam probleme scriind functii recursive

- cazul de baza + pasul de reducere la o problema
mai simpla
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Va multumesc!
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